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Exacte en asymptotische formules voor de

Kolmogorov-Smirnov ToetTs

Voordracht door
Prof.Dr J.H.B.RKemperman

op dinsdag 11 november 1958

1. Inleiding. Beschouw een re&le stochastische varlabele X
met een (onbekende) continue verdelingsfunctie F(s)=P(Xgs). Ten-
einde F(s) te bepalen nemen we een steekproel xqﬁ...ﬁﬁn van n on-
afhankelijke waarnemingen van ¥ en beschouwen de corresponderende
emplrische verdelingsfunctile

Fn(s) =_%.(aantal x, 's met Kis;ﬂ).

Voor n voldoende groot, 1s deze een goede benadering van F(g) we-
oens
(1) lim P(sup | F_(s) - F(s)]>&) = O,

N —» Qo S
voor elke vaste & >0, (Glivenko-Cantelli). De vraag komt nu naar
voren hoe groot n moet zijn opdat, met tenminste een 05% waarschijn-
11 jkheid, Fn(s) w~&<F(s)<:Fn(s) + & geldt voor alle s; hier € >0
is gegeven, Stel, voor X,y >0,

(2) Qn(xjy) = P(mx<:Fn(S) - F(s) <y voor alle s).

Dan is de vraag dus hoe groot n moet zijn opdat @ _(&,&)20,95. Om
~deze vraag te kunnen beantwoorden moeten we de functie Qn(xjy) ~
”enig&ﬁns kennen; het zal blijken dat Qn(ﬂﬁy) continu 1s 1n X,y €n
niev afhangt van F.

Beschouw yerder een tweede reele stochastlscne variabelé Y,
¥ en Y onafhankelijk met een continue verdelingsfunctie G(s), en
neem aan dat we willen toetsen of X en Y dezelfde verdelingsfuncties

hebben, m.a.w, de hypothese

Hy F(s) = G(s) wvoor alle s.
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Als G(s) bekend is dan kan men als volgt te werk gaan: kiles &n

zodanlg dat Qn(&ngen)mo,95 en verwerp Ho dan en alleen dan wanneer

Sgp {Fn(s) - G(a){z;én,
Indien Ho juist is dan 1is de waarschignligkneld, aat HO VETWOTrpen
zal worden, gelijk aan 0,05, Dit is de zogenaamde Kolmogorov toets
van Ho‘

Evenwel is G(s) doorgaans niet bekend, Het ligt dan voor de
hand G(s) te benaderen met een empirische verdelingsfunctie: Hier-
toe neemt men een steekproel yqﬂ.._jym van m onafhankelijke waar-
nemingen van Y met een corresponderende emplirische verdelingsiunc-

tle 4
—— St it i
G (s) = — (aantal V'S met yj£58).

Stel nu

(3) P X,y ) = P(wx<:Fn(s) - Gm(s)x:y voor alle SLHO);

o

het zal blijken dat P__
veelvoud van 1/n, G (s) een veelvoud van 1/m, hun verschil dus een

(x,y) niet van F afhangt. Hier 1s Fn(X)ewﬂu

veelvoud van 1/d met d als het kleinste gemene veelvoud van m en n,
Dus

(4) an(x,y) = an({dx} d"qﬁiidy}-qu}-ﬁ

waar {;u;}m kleinste gehele getal » u. Zij a=a__ het kleinste
natuurlli jke getal met an(a/dﬁa/d)zo,95 eENn vVerwerp HO dan en alleen
dan wanneer

sup | F_(s) - Gm(ﬂ)} > a_ /d;
o

dit 1s de zgn. Smirnov Ttoetr., Indien HO juist is dan is de waarschijn-

11jKheld om Ho te verwerpen hoogstens geligk aan 5%.

Om de genoemde testen te kunnen toepassen, is het gewenst
exacte formules voor an(xyy) en Qn(xﬁy) af te leiden. In §g2 zul -~
len we aangeven hoe men een exacte formule voor an(x,y) kan vin-

den. Alleen voor het geval dat m/n=k een natuurlijk getal is, is

deze formule expliciet weergegeven, zie formule (29). Dit levert

onmiddelll jk een exacte formule voor Qn(xjy)j (zie formule(BB))ﬂ
Want het zal blijken, dat 1lim Pl L{1(?><-,y) bestaat als een contlnue
functie van x en y. Maar déff-r"“ '9



> ) = 0 v
(5) k%iinlﬁkl(xﬁy) = jl(xjy),

Immers, voor vaste &€ >0, uit dc definities (2) en (3),

an(xmﬁﬁyméJ“’?m}éﬂn(xﬁy):5an(x+fﬁy+e)+=7m3 Wwaar

7., = P(eup|e (s) - F(g)bélﬁo),

7> 0 als m—yoo wegens (1),
Opgemerkt zi1) dat d¢ regsuvltaten van § 2 egsentieel hovat

z1Jn 1in nign artikel: "Some exact formulac for the Kolmozorov-

Smirnov distributions™, Indasg., Math., vol.19 (1957) .
2. xacte formules. ZiJ nu F=G, dus Raseces s YaseeosVo
z1Jn n+m onarfhankeligke stochastische variabolen, ileder met de

continue verdelingsfunctie #(8). Met ecen waarschilinlijkheid -1 Z1ljn
al dezec n+m grootheden verscuillend, ¥ig U, €U &0 gu, o d€

{.
corresponderende geordende reeks, (u_ =kleinsts onder KasenesV s

:
cete., ).

Gegeven U, ,...,u de functie D(s)=F _(=)-G (s) 1s constant

4’ m

YV =0.7.....n+m): "Nler. U =-oo u = O
( b 5 3 )J b 0 9 n_*_m_}_/i 9

)=0. Dug opdat -x <D(s) <y voor alle s is het nodig

voor u, £ 8 < u
D(uo) IDQE NS

en voldoende dat ~x:<IMézV:)<:y (¥ =0,1,...,m+n). Bovendien is

D(UW)“INthﬁq) +1/n of -1/m al naar cclavg u,, samenvalt met een
X s V. =1, ¢ m). Cok al wagens =] = ZLlgn <
x, of Y s V=1, ,n+m), Cok al Ay D(uo) D(um+m) 0, z1jn er

: : N h oy ) w __ M-~ h )
n sprongen + 1/n en m sprongon -1/m ¢n alle (n) mogelijks manie-

ren om deze sprongen te ovrdench: zign even waarschilijgnlijk, (aange-

A rmomtralpiiipilisinar ity vermn i ol

zien de simultane verﬂglafwlEWQLW),,;H(:H)F(yq),n,E(y ) van

m

43 e ;"’i -5 y/\ 5 e o e g ym con LymmeorilosCra L Unc TLa 1S ) .
|

ﬂonrlLl ceoale vmzlﬁﬂup)m?>j (V=0,...,m+n) stellen don 1s
(,f3:)13mrﬁwﬁ‘) ooll gl aan et aantal_nmmmutLﬂ@: reeksen
{ :
Z v o o7 met o =7 =), A n ot =1/m V=1, ... 040N

~ r - — T n s T e RS T o s |
-X <z, <y, (Vmiyyﬂj..njm+n), Mork o duu 7y altijd cen veelvoud

-

i3 van d ~ moet d als het Vleinste gemonz veelvoud van m oen N0

dus mogd we aarnemcnt (zie (4)), dat dx=a ¢n dy=b positi.ve gehe-

le getallen zign.

Laten van nu afd a}bjmﬂjnq vaste nositieve meuncle goetallen
voorstellen, waarblj (manq}fmﬁmnbemchouw alleen dc parcr m,n metv



~ U

Dus m=1lm_, nmlnqs d:lmqnq, (1=1,2,...). Door Z, s x=a/d, y=b/d,
1/n, 1/m met d te vermenigvuldigen, vinden we

(6) <l(m1;~:1)) Pln,]jlm

waarbij AN(z) net aantal mogelijke reeksen (Zo’°“"ZN) aangeef't
me . Zomoj ZN::_.-Zj Z}J+,]-—ZV ..—.:m,] of *---""*]."l/]_,j (‘x--" :qujaanﬁl\]“q)j

-—a< 2, <D, (¥=0,...,N); Ao(z)mcgz. Merk op dat AN(O)¥O alleen
mogelijk is als N een veelvoud is van n.+m..

4 (a/lmqnqj b/lmqnq) - Al(n +m1)(o)’

g

T
Uit de definitie van AN(Z) volgt
(7) AN+4(Z) = AN(zmmq) }- AN(z+nq) als -a<z <bh,
(8) A_N(z) = 0 als zg -a of z3zb ,
- 7
(9) b (2) = 67,

Z21J t een vast positief getal, O< t <. Wegens AN(Z)<:2N 1s de
receks

(10) £(3) = 2 A () t" (J=v0=1,0,1,.04)

convergent. Uit (7), (8), (9) volgt

(11) £(J) =J.7 +t £(Jm ) + ¢ f(j+n,), (-a <j<b),
(12) f(j) = O als j«-a of j:b_,bﬁ—/]ﬂ.”_gb-l—n,lw’l,
THEOREMA 1., Zij, voor |ul| voldoende kKlein,
1
-1 co
g - -T u ;..
g - - !
(1) e et LS
1-tu -tu 1-t 7 'u +u —e
met
B _ -]
(14) d, = O wvoor h<n,, dnq = -t '#£0.
Dan 1s N
1 — - oz ’ -
(15) £(3) = 4. 20 5 Oaypry 218 Jgben -1,
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(16) E;Sl da+b+r+s gr - db+8 g (S:Oﬁ15‘°°’“1”1)‘

LEMMA 1. Beschouw een functle g(j), (J=..,-1,0,15...), zodanig dat

(17) g(J) = te(j-m,) + te(y+n,) als -a<j <b,
en
(18) g(j) = O als jg -a of me,b+ﬂ,.,.ﬁb+nqw1.

Dan is g(j)=0 voor j ¢ b+n -1,

Bewijs., Pas (17) toe voor ecen j met -a <j <b,
g(J) = Max(g(-a+1),...,8(b-1)). Dan volgt g(j)=0 wegens |[t]<i.

A

Bewljs van Theorema 1., Wegens (13)

~H My <2 g
1 = (1-tu  '~-tu ") Z AU,
—~ 0

aus

(19) 6, =d 7 4 td, o+ ta

Uit (19), (14) volgt dat de funoti@ gedefinieerd door (15) voldoet
aan (11), (12) mits 50 gh _,) een oplossing is van (16). Maar
wegens Lemma 1 heeflt ‘Tﬂ) (1“) hoogistens één oplossing. We behoe-
ven dus alleen nog het geval na te gaan dat (16) ofwel gecen ofwel

tenminste twee (en dus oneindig vele) oplossingen heceft, In dit 26 -

val bestaat er een oplossing (ﬁyoj,ﬁb,fyn 1) van het systeem

_

[}
(20) r% O vorrrs  §p=0 (820,1,...,0,-1),

dlie nilet triviaal is, m.a.w.
™
2 = 0 VOOr n_-p <r <&<n_--
(27) (s 7% 17 ?nqmp
voor precles één der getallen p=1,2,....n

voldoet de functie

nqmﬂ

2(3) = > "/ r da+r+j
r=0
aan (17), (18). Uit Lemma 1 volgt nu g(j)=0 voor J & bin =1,
Maar wegens (21) en (14),
N, -p

g( - +p) — ;__O "’?1" dk"f"f‘ - '?nqu dnq;g O



een contradictie,

Met behulp van Theorema 1 kan men £(0) bepalen als een ex-
pliciete rationale functie van t. Met behulp van (10) en (6) kan
men dan een exacte formule van P__(x,y) afleiden. In de nadere

nm
ultwerking van dit programma zullen we ons beperken tot het geval

22 h 1. < r o, iy,r-i 14k
- — I’
2. dpul = —tTha > ST (-7 (D)t
— X 1=0 r=0
Dus
-h K+
(23) dh = -1 £¥1tt )3
waar L(h=1k+1)]
- n-1-kKr P
(24) A, (1) = (-7 (P17 e,
r=0
(25) A, (T) = 0 als h«oO,

In het biljzonder volgt uit (22), (25), (10) en (6),
T)

OO A
=0 o ‘&a+b(T)

me [’I‘}-e:::2""”1{"“"'/l

}kTi<e“/!).
Wegens (24), voor h >0,

; (in feite is het linkerlid zelfs convergent voor

N ] , - =
(27) A, (1) = <’l-—- S (=17 ( ““;“KP) Tr’) ~ > o (n)T"
B . J= d
met N= [(hmn/k+1)] en o
1 (L1+ +iN)l Al 1 e -k \
(28)  o(n) = (-1)7 ST e (o DI
111 jTli =" £
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van niet negatileve gehele getallen met

11 + 212 + ... + Ni.. = ]J.

ugit (24), (26), (27), vinden we nu de exacte formule

(29) 1(k+’|)) 1 -

iﬁfﬂ ] [(b 1)/ (k+ ):2 p )I—..q-s; ( aw;ml{r) (bw;-—-ks }ﬁ p.(...ajb)ﬁ

waarin Mj(a+b) wordt gegeven door (28),cdj(a+b)mo voor j < Db,

(a/kl, b/kl)

Teneinde Ql(x/lgy/l) te bepalcn, laat in (29) k-*oco , a—>o0 |
b—yo0 , zodanig dat a/k—+ X en b/k—vy. Hier x,y ziJn gegeven
positieve getallen.

Voor gegeven J bevat de som in (28) slechts eindig vele termen.
Verder volgt uit h/k —> u, O<r gu, dat

(30) lim Kmr (?) — ur/rl
K —> oo

dus uit (20)

(31) 1im k™Y o (a+b) = 3.
Kt O J J
met ( ) .
b i+, +i ) i 1
/] /] P o @ N Q@ P P P
(32) By = (=17 ST —r (=) 77 [(xey-r) /et T,
J lqﬂﬂﬂﬂlN' rl““m/] [ ]

hier Nm[x+y]3 terwijl de sommatie dezelfde is als in (23).
Tn verband met de opmerkingen bij (5), volgt nu gemakkelijk
U1t (29)5 (Bo)ﬁ (31)5 dat
Ey‘] /] r“-l_*_f' X“

1 LX .
(33) Ql(x/lﬁ y/l) = “T‘ gié (“ /61

- S el g
1 3 =) L oo

hier /6j is gedefinieerd door (32), ﬁ@j:o als j<O.



I

3. Asymptotische {ormules. Z1J wecer P=G:; Smirnov rceds be-
wees dat

ﬁ d d .

(34 ) lim  P(sup | P _(s)-G (s){< z \/ = + =) = K(z),
Mm,n — co < ! N m l N m

vVoor z vast, z» 0. Hierin is

=2 . 2 2 )
(35) K(z) = Z(_«\)*"“ e““gk \/“’ Z e Lcwg) /az

- OO

Door m sneller naar oneindig te laten gasn dan m, volgt uit (34)

(36) lim P(sup | Fn(S)wE(S)!< z»[§5

N —3 €O i

netgeen reeds eerder bewezen werd door Kolmogorov. Dus voor vol-

doend grote steekproeven 1s het zeer eenvoudig de toetsen van Kol-
mogorov en Smirnov toe te passew

Als m=n dan is, wegonu (34) cguivalent met
(37) Lim P \/ = K(z).
N —— GO

We zullen nu een verscherping van (37) bewijzcen. Laten a,b voorlo-

plig vaste positieve gehiele getallen voorstellen. Dan volgt uit (6),

(door z,, te vervangen door atz,, =2,,'), dat
: 21 ol
(30) Pnfn(a/nﬂb/n) = (n) A2n(a:‘a);
Hierin zij AN(ijj) het aantal mogelijlke reeksen (zoy...ﬁzN) met
?oziﬂ Z=J 2, 4q~2y =t+1 of -1, (V=0,1,...,N=-1), O <z <a+th,

v=0,1,...,N). Merk op dat A. (1,J)#0 allcen mogelijk is als N+j-i
even 1s. Verder,; analoog met (7), (8), (9)

(39) AN+4(15J) = AN(iﬁj“q) T AN(i$J+1)ﬂ (jmqj...ﬁCwq)ﬁ
()-!'O) AN(j—ij) = AN(iJC) = O; Ao<i5;|) foJ

waarln c=a+b. Hieruilt volgt

N+ C - » ﬁ
. e = . kWi . Ty - kTN
(41) AN(l,J) = — > sin — sin —= (cos —)
K="
(1,0=0,1,...,c). Immers, (39) en (40) bepalen AN(ijj) cenduldig en

net 1s niet moeiligk te veri{ieren, dat de door (41) gedefinieerde
functie voldoect aan (39), (40).

Door (41) toe te pagsen voor i=j=a, c=2a volgt uit (38),
a="1,2,.

VOOoTr

¢ w» 9



(42) Pnn(a/nja/n) = (Qn)“q oen Sn(ﬁ)J
met

5 [a /2] 21
(43) s (a) = 5%: (cos (-} ) )

tan X = x + >  (2v+2)A - (‘x"'i%c)ﬁ

(Av >0, Aom’l//IEj A,lm’l/45_9 Agmﬂ?/QSEOﬁ ...)s te integreren, vindt
men

<
() () = v [10s —— - 72D 4w, (Ju|en@m).
COS Y W V=0 7

met

(46) X = “Ttgn/ag

Beschouw verder de ontwikkeling

9(w) ST ST s
4 S A A utwS T
( 7) . /61- =0 é"o AT

geldig voor ’ W !<T62/1+; nlerin zijgn de congtantor % o In principe
¢

e 2 0. Laten AL sW, POt 1Tleve constanten voorstellon 5
2 "
W, <TC /4, en beschouw de restterm

rﬂ“ ' Ty 1.
(48) Rm = ¢ gLw) - Em_ ; A ka1,1“‘w/""’{‘ a
I M =0  h=0 Vaalhs

(49) {uf.s.u,]_g Iwidw,l_ﬁ,,lﬂ 5M((u1m+lw‘m),

waarln de constante M nick afanangt van u,w. Immcers
O=Max (| u | /u,lj, ‘w’/w,l) 1 en

IR | = 5_._: ; L ud D

Om (49) op (45) te kunncn tocpassen, moeten we aldaar ceprut
enige termen afsplitsen. Stel

i
k] # /{t{.* - }.’1
@ E L u,] W 1

S
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] -1 /4 _ 3
(50) ).w%é.]l’] 5 (k (-—2-),
In (44) is A,>0 dus @(w) > O voor O<w<m"/4. Dus de totale
bijdrage van de termen in (45) met k-5 >N is noogutens gelijk aan

2.2, ~aN° _ Voo
= 2
Voor de overige termen geldt
\.H_Q__D((L{wwus D/.}() = 2,

g

I 8 \/1',}' -

Dus volgt uit (45), (48), (49),

S A e 9-(-- A s Il ~ A { L '**“3':" 1. 2
N ( ) TC n/u_Zm:O :Z__;—O /cch ( ) = C ( < ) [o&( k"""é" ) ]/A +T,

waarin T voldoet aan

) .12 ,
pee” Vaadnmd § 0N w21 4 [uges)2 170 )

Hicr stelt M cen constante voor die niet athangt van a of n.
Het is niet moeilijk te bewijzen, dat voor ieder re&e] getal

r> -3 er een constante C bestaat zodanig dat

1 1 2 2 P+
X 2 __S___ t“d<k [o( kw~“)2}P$ ce” T (’H'(D(/“E) )
K-z 34

voor elke kbuze der positieve getallen X, A, Door_/&m% Te Klezen

_7) - ﬁ . 2 \/
volgt T=0(n 2)j uniform in a. Door «=n te kiezen, (o A°=Vn),
vinden we tenslotte

m 2 )
B 1 Z i A mA T N ~-M~5

] -

waarin O(n =) uniform in & geldt terwijl

o N N ' . %
(52) g (x)=2 V2 > e )% [o(e-1)2] )

een begrensde functie van o is, Wegens

2n 2n ~fi 1 »
(53) 2 ~YTn (1+ —y - mmmmm3-+.,ﬁ)
gm' 1280 1024 n
vinden we uit (42) en (51) een complete asymptotische ontwikkeling
van P _(a/n,a/n) met een restterm O(n™™), uniform in a, (m=1,2,
W,



det blgzondere geval m=1 gecelt
- C

. T 0
(54) |2 (a/n,a/n) « g (B0) <&

waarin C <¢en constante i1s onafhankelijk van de positiceve gehele
gctallen a en n. Wegens (35) en (52) is (54) ¢en verscherping van
(37). Verder 1¢ het bijgzondere geval m=2 een generalisatic van cen
resultaat gevonden door Gnedenko, (DAN, vol.82 (1952), 661-663),



Overschnrijdingsproblemen in Markovreeksen

Voordracht door
Prof.Dr J.H.B. Kemperman

op dinsdag 9 december 1950

Inlelding. In deze voordracht wil ik een schets geven van een

aantal nleuwe methodes ter bestudering van overschrijdingspro-
blemen in een stationnair Markov proces. In vele gevallen leiden

deze methodes tot explicilete formules voor de overeenkomstige

overschrijdingswaarschijnli jkheden. Wegens tijdgebrek zal alleen

net geval beschouwd worden van een stationnalr Markov proces met
een discrete tijd (t=0,1,2,...) en een discrete ruimte

(.,,,~1,03132,...)g een zg, stationnaire Markovreeks., Voor
slechts één speciale toepassing zign alle details weergegeven.

7. De noofdstelling. Z:"i.j{zn‘y anjﬂj...} een stationnaire Markov-
reeks met Z geheel, Met andere woorden, de Z zlJn geheelwaar-

dige stochastische variabolen, zodanig dat de voorwaardeli jke
waarschijnli jkheid

o s B o B (q)

onathankelijk is van n en onafhankelil jk van de ip met VY<n;

(voor n=0,1,... en voor iedere keuze der gehele getallen
ﬁ R (1) (1) /s )
igseveest 5 1 =1, 1, .,=J. Hierbij zijn de P =P (i,3) ge
geven getallen metg

(1) ., (1) _
Py 7> 0 ;PiJ - 1.

Een meer aanschouwell jk beeld verkrijgt men door een '"stochas-
tisch" deeltje P in te voeren dat op het tijgdstip n de positie
z_ heeft, (n=0,1,...). Gegeven z, =1_ 1s dan de voorwaardelijke
waarschijnlijgkheld, dat P gedurende het tijdsinterval [m,m+n}

cen specifieke weg z ., =1, (h=1,...,n) beschrijft, gelijk aan

POV iy W L1y

O nwﬂ’in)‘



-0

We voeren verder een stochastische gebeurtenis~f21n (ook ab-
sorbtie genoemd), welke alleen kan optreden op de tijdstippen
051525 6 ¢4 ZlJ~A? de gebeurtenis datuﬁ'optreedt op net Tiljd-
sTip n; we nemen aan dat ¢Q volledig onafhankelijk 1s van de
uﬂg en Z. met m<n. Tenslotte veronderstellen we, dat

m
P( iznml)m/l*fiﬁ
waarin de f&m‘p(i) gegeven getallen zijn met O € p, €1,
(i=...5-1,0,1,...); (opmerking: a15¢AZoptreedt oP het tijdstip

I

n dan wordt P niet ter plaatse '"geabsorbeerd” doch gaat "rus-

tig door'" in de zin van de Markovreeks Zn}

Gegeven =1, Z1] QK n) de voorwaardelijke waarschignlijkheild

Z
—m
dat ?—m-l—n"":j en dat ﬁ Op geen der Tljgdstippen m,m+1,...,m+nN="

optreedt; men ziet gemakkelijk in dat deze geoetheld niet van m
afhangt. Uil de definitie van Qgﬁ) volgtT

C BN - L R SO S SO PR PR SR
el

" Bijna alle in de practijk voorkomende overschrijdingsproblemen

kunnen, door een geschikte keuze van de S5 s gereduceerd worden
tot een probleem betreiffende de Q&?)

Hoofdstelling. Zij t een vaste complexe constante, fi een com-
plexe functie gedefinieerd voor alle i=0, +1, +2,..., zodanig

dat

o0
(3) j{: E;% Qgg)}fj tnl~<oo voor alle 1.,
J n=
Stel
(1) e _
(4) fiwt E{:Pij fj“gi als *pi¥oﬁ

(anders 1is 2. willekeurig). Dan geldt, voor elk geheel getal 1,

(5) £, = 2 EQ(O)‘C ] +Z ZQ(n £ ( ’\ﬁJ)

j n=0

waarin beide dubbelsommen absoluut convergent zZijn.



Dus, als we ter verkorting

(6) = S oqgln) oo

Qy n;o 307t
invoeren, dan is de laatste reeks absoluut convergent wanneer
fj;éO of ijgj;éoﬁ terwijl, voor elke i,

7 f = R - (1- p.)T..
) i %: Y13 Iy 8 "”%:- 501 25
RBewljs. Beschouw de transformatie

3 T a = @gﬁ) a .
( ) n % ulJ J b

waarin a=a,; een complexe functie aangeeft gedefinieerd voor alle

gehele getallen 1. MetT a 2b zullen we aangeven dat a b, voor

>
17 71
alle 1. Als a >0 dan zullen we met T a <o aangeven dat (8)

(absoluut) convergeert voor alle 1., Dus Tnlabcm: 1s een voldoende

voorwaarde opdat T a bestaat. Merk op dat T a=a, wegens (1) .

Als T .. lal<eo , dan volgt ult (2), dat
" o lmin) _ S (m) (n)_ (m) (n)
(9) ZJ- Qf...j aj - Ej-aj %Qikz Q"‘hj “%Qih %:Q’hj aj’
met andere woorden,
(10) T ., a=T T @ als Tm+nial<cm

Wegens (8) kan (3) geschreven worden als

(’M) ;éo A

" \tnft*ima ;

']

dus geldt (10) voor a=t" £

Door (4) met p, te vermenigvuldigen, volgt

vgl.(1). Dus, wegens (10), |
, 9 n N+
B -3 B S s o B S I

en (11) impliceert

(13) S o1 |t7 pefcw.

N=0



~ U

De beweringen over absolute convergentie z1ljn een onmiddellil gk

gevolg van (11) en (13). Het rechterlid van (5) heeft dus ziln en
is gelijk aan

" 1 oo " .
> Tyt {pe v (1-prf = 5 7 {efeen " e}y,
= N==0

wegens (12), T T.t"" 'e=0 " e, 1 £7r— 0 voor n—soeo, (uit

2. Enlge toepassingen. In deze paragraaf geeft t een vast com-
plex getal aan, voorlopig met |t| < 1, dus is de reeks in (6)
altijd abso%u?t convergent. Kiest men fi: J&K dan geeft (4) dat
 ~k 1 ﬁ.
gq=ds -t Py’ en ult (1.7) volgt
ok (1)
(1) Qe = I3+ & %Qij TR AN

Overigens volgt (1) ook direct uit (1.2), evenals

_ gk (1)
(2) ik = 93 F t%: PiFi57 Qi
Z1j verder
(n) . L
(3) Pij - P(Em+n“3{ Em“l)
en
S p(n) .
2l P, . = P . t .
) L nzzo 13
Wanneer men3 voor alle Jj pjzﬂ zou kKilezen dan gaan Qéﬁ) she! Qij
1 (n | o
over in P;.’/ en Py, dus (2) geeft
k (1) 4
(5) Pik — Cfi + T ZJ: Pij ij
Kles nu f.=P., ; wegens (5) 1s dan gﬁmdik.'Vepder geldt (1.3) we-
gens |t| <1, ]f’il < (’lmlt{)*q en ZQ%“]) £ 1. Uit (1.7) volgt nu
J ; ﬂ
(6) Pig =Px Qe v 2.3 3(1=£) Py o

3
Formule (6) heeft vele toepassingen. Wegens tijdgebrek zal 1k
me bepalen tot een korte schets van één dezer toepassingen.
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Z1j bijvoorbecelad ijﬂ als j&fSﬁ waarin Sm~{yq,...,yp} een eindige
verzameling van gehelc getallen is, (m.a.w. absorbtie kan alleen
optreden wanneer P een positie z € 5 heeft). Door (6) toe te
passen voor k €8 vindt men (voor elke 1) een systeem van p ver-
gelijkingen, waarult de Q.. (J€S) kunnen worden opgelost. Ach-

5 5
teraf kan Q, | (3 €53) uit (6) berekend worden.

Aldus vindt men Qij als een expliciete rationale functlie van
zekere Phk en p,.. baarna kan Qé?) uit (1.6) berekend worden.,

Tenslotte kan men ult

A A

(n) _ — = (1’]) 1 0
Q35 = );O ...}\p%o Qi (A 20) P (vq) el p ()

o s (n)
de coefficient Qij (hq,.

waarschljnlijkheid aangeelt, gegeven 20“1 dat Eﬂmj en dat, voor

=y,, gebeurt op precies >3,van de tijdstippen

,;xp) bepalen, die de voorwaardelijke

vm/lgoangpg --—-m
m=0,7,...,0n=-7.

Deze methode heeft vaak succes doordat het in vele gevallen (b.v.
in het discrete Ehrenfest model) niet moeilijk is de Phk expll-

ciet te bepalen.

We laten nu de e1s ltl < 1 vervallen., LTen verdere toepassing van
de hoofdstelling verkrijgt men door fi te klezen als een elgen-

vector van de matrixX (ng))ﬁ m.a.w, zodanig dat gimO; dit prin-

L]
cipe werd het cerst toegepast door D. van Dantzig. Neem nu aan
dat P. gﬂ) pJ < . Dan 18 f {? vast) een dusdanige eigenvector

met eigenwaarde t= ¥ ( j) 4
- ST J
5)"“" J pJ? 3

mits de laatste reeks convergeert en yV(})#O. Ult de hoofdstel-

ling volgt dat

OC i.
(7) Z ! ? \/f(f)“nl< c0o voor alle 1 impliceertT

8) 2
J

o0

z‘b (=) A} (T = 57,

|G =

een generalisatie van Wald's fundamentele identiteit.
Men kan gemakkelijk practisch toepasbare voorwaarden afllelden,
die (7) en dus (GQ) impliceren.
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3., Peter en Paul. Beschouw het volgende spel tussen Peter en
Paul., Aan het begin krijgt Peter een bedrag i1 (1i=0,1,...) van
Paul. Verder, na iedere worp met een zulvere munt, krijgt Peter
-1 of +1 van Paul al naar gelang kruis of munt bovenkomt,
Zij‘gn Peter's winst na n worpen, 2z =1, en zig U}(n) het aantal

—0O
van de momenten m=0,1,...,n dat zm§505 (O < U(

N

< n+1). We zijn

geinteresseerd 1n de WaaPSChlJHllJKh@ldSV@Pde1lh% Ug )(k)m
mPQgg )mik). Chung en Feller slaagden erin de verdeling te bepa-

u n
len van een grootheld nauw verwant aan Ho( ).

We kunnen dit probleem als volgt generallseren. Beschouw een
reeks onafhankelijke gehee_waardige stochastische varlabelen
3’,\ » §55... elk met dezelfde verdeling

P(Inmj) :—.:pj 5 ( J=0, __‘\‘:_’\5.;.).

1J verder z =1} + .. T =1), waarin 1 een vast niet-nega-
4L ] r Z l+£,‘ Sn f—-O s

tiel geheel getal aangeeft Dan vopmen de z, €en stationnalre

Markovreeks metg

5(1)
1j = pjmi

ﬁ} nog aan nadere

Hierin 1s pj;;Oj E;pjmﬂn Later zullen we-{pJ

beperkingen onderwerpen.

Z1j verder de absorbtieaﬁ?zodanig gcekozen dact

(1) Py = 1 als j >0, i = als J <0,

g
waarin p een vast getal voorstelt, O= p <1, Dan geeft*prgj)<ME
voorwaardelijke waarschijnlijkheld aan, gegeven zomi, dat zﬁmj
e datuﬂ?op geen der momenten m=0,1,...,0 optreedt. Dus, 1n ver-
band met de deflnitle van A

(2) fj Qign) “‘-‘5;0 (n)[l:\f’ 5

waarin Q( )fX] de voorwaardelijke waarschijnlijkheid aangeelt,

1J
gegeven z =1, dat z =J en dat z, ¢ 0O gebeurt op precles A van de

ogenblikken 0,1,...,m. Tenslotte gcecefl't
. ! . 1)
(3) oui o -2 SSURY

de gezochte voorwaardelljke waarschijnlijkheld aan, gegevenlgomi,
dat z <O gebeurt op precies A van de ogenblikken 0,71,...,m.
—n
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Tenelnde deze grootheden te bepalen, passen we de hoofdstelling
Toe met O'<lt}'<ﬂ, fimul, waarbij lul =1, (t vast, u variabel).

Dan 15 (1.3) voldaan wegens :2:@&?)4;1¢ Verder 1s gim(ﬂmtyﬁ(n))ui
met J

m -a
(4) W(U.) — E(U ) — Z pJU‘J'
J
Aldus volgtT
1 : :
2 w=(1-ty(w) Fiagy pute Qg (- p)ud,
i AT ; 1] ]
waarin pbelde reeksen absoluut convergent zijn, terwijl
O
0 = (0) D
(©) A ; 12;5 Q]

Stel verder

J J
[ F.(u) = EE Q. .U H,. (u)= .
(7) i( ) j&2 1] 7 1( ) }é% QlJ Ho

waarin beide sommen absoluut convergent zijn als |ul| =1. Wegens
(1) en (7) volgt nu uit (5)

(8) o = (et () [ Py ()4 (9) | #(1-p)y (u),

dus

(9) Fo(u) = (- ptoy(u))™ ' [ur=(1-t w(u))H, (u)] .
mits |u{=1. Neem nu aan, dat

(10) ' p, £ Ca’d, (1 $0),

waarin C en a positilieve constanten zijn, a <.
In dit geval kan men het geldigheidsgebied van (9) uitbreiden
door F.(u) analytisch voort te zetten.

Vooreerst 1S Fi(u) analytisch voor |ul »1 met inbegrip van het
punt u=co, Vervolgens is Hi(u) analytisch voor lul <1, continu
voor |ul €1, terwijl H,(0)=0. Tenslotte volgt ult (4) en (10) dat
¥ (u) analytisch is voor a <}ul] <1, continu voor a< jul £ 1.

Als lul=1 dan is [3V(u)15;1 dus bestaat er een constante R met
a <R <1 en W(R)c< !tl”q, (t was vast, O0<|t] <1). Verder is
)

N 8 u :
Qg_g)f: pg___i - P(Zn = J ‘ ZQ = l)ﬁ
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terwijl

< pgn)Rj ) E(quh A

) =y (R)".

Wegens (6) volgt hieruit dat de reeksen in (7) absoluut conver-
gent zlJjn voor u=R, dus is Fi(u) zeli's analytisch voor Su]>43.

Nu geldt (9) voor lul=1, terwijl beide leden van (9) continu zign
voor R<|ul g1, analytisch voor R< {ul <1, dus (9) geldt voor alle
umet R <{ul g1. Tenslotte levert (9) een analytische voortzet-
ting van Fi(u) tot het gehele gebied |ul >a, (zodanig dat (9)
geldt), met ultsluiting van de nulpunten van 1- PL Y (u), waar
Fi(u) een pool kan hebben.

Het bovenstaande principe laat vele toepassingen toe. Tenelnde

het verhaal niet al te lang te maken zullen we ons nu beperken
tot het geval dat

(10) Py = 0 als j<=-=1, p_,>0, 0O< p<A.
Dan 1s
S j
/] /‘ — ;
(11) v (u) j;;q P U

analytisch in 0 <{u| <1 met een enkelvoudige pool in u=0. Verder
zeldt (10) voor elke a >0, dus levert (9) cen analytische voort-
zetting van FE(UJ tot het gehele u-vlak met inbegrip van het

punt u=c doch met uitsluiting van hct éénduildige nulpunt 7 van
1- Pt w(u) met V71-<1; in het biljzonder is Fi(u) rationaal. Ver-
der, wegens (9), 120 en E—I_j,_(O)mO.sa hebben we F,(0)=0. 21] tenslotte
f het eenduidige nulpunt van 1-T {(u) me T { 5 { <1, | ? 4 m). Dan
volgt uit (9) dat Fﬁ(f)m(ﬂwjﬂwn‘fl, Rovengenoemde eigenschappen
bepalen de rationalc functie F,(u) eenduidig, dus

(12) (1-p)F, (1) = (575 Tu(u-n)""

Verder, wegens (3), (2), (6), (1), (7);

(
00 oo oo
- (n) n A . (n), n
nzmo hzzo us (At p = %: Z S5 Qij G

= %—: fJ Qj_j """"’"".PFi(q)*‘Hi(/\)ﬁ[q“(/‘“f)Fj_(/‘)] (q”t)m/‘:

dus uit (12)
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0o 00
13) olP) ()£ ¢ -5t ey Nl sy /(- ) (-e) T
( 225 3255 > 7 ! ; / 2 qY]

Hierin 1s } eenduldilg bepaald door ﬂ%lc:ﬂ,

o =y ()7 = §lo_tpg 5+ P )T

dus fm }(t) is analytisch in t ({t| <1) en f(O)mOu Verder 1is
C

7 = S‘F ). Laten nu de constanten d< ) en/G gedefinieerd z1lJjn
door
X3
- A A
(4%) (1-m) 1 = M ()
A =0
e
(15) s T (1- ) (1-0) T = S A )"
— O
met;ﬁi(“):o als n<i-1. Dan volgt ult (13)
(n)
(16) ) =M (BN s w

Hierin 18

o« ™) T f (1_5)-1 t?\f—ﬂ - 2-1-,;‘1‘_.[(““5)” ‘z”(f)uH dy (§)

x)

(met een kleine cirkel om nul als integratieweg), dus istx(
1ijk aan het residu in u=0 van de analytische functie

(=) Ty (a) ()N
u=0 van de functie (1-w(u)) 3%3( )(1mu)u

£¢ -

Evenzo loxﬁ () gelijk aan het resildu 1in
1- N
w(u) .

In het oorspronkelijke spel tussen Peter en Paul 1is

v (w)=5(u ) dqus Y (u) = -(1-u)/(2u").

A

Dan 1s :x(x> geligk aan de coefficient van u in de ontwikkellng

“}‘(1+u)(4+u2)h“q

aan de coefficient van u

ﬂ 1 .
van 2 in machten van u. Verder 18/@1( ) gell gk

0-1+1 41 de ontwikkeling van 277 (1+u) (1+u)"

in machten van u. Dus volgt uit (16):

() = 27 (f\i}zﬁ([(nﬁi?m )/2”.}) SRS

Uit (17) kan men op de gebruikelijke wijze een "boog-sinus-wet’
afleiden, vgl. W. Feller, An introduction to probabllity theory
and 1ts applications, New York (1950), p.252,




De asymptotische verdeling van rijen 1n een compacte groep
Voordracht door

Preof .Dr J.H.B. Kemperman

Woensdag 22 april 1959

1. Afrondingsfouten.
Voor r=1,2,...,0., 2Z1] gr(n) een gegeven re&le functie, ten-
minste gedefinieerd voor n=1,2,..., €n z1] c., €en gegeven gehele

constante. Neem aan, dat we de lineaire combinatie

hin) = cng(n) oL .. * cpgp(n)

willen berekencn voor n=1,2,... met behulp van een rekenmacnine,
die alleen gechele getallen kan voorstellen. De gebruikelijke methode

ledidt dan Tot een fout

(1) YV = Ca¥aqpy T o- + Cpxpn )
waarin w
(2) XPN — g[“<m) __[%P(n) 4 .}_5- ]

de afrondingsfout voorstelt in de representatie van gr(n) als

(g, (n)+5 ]

Probleem: wat kan men zeggen over de yn? Natuurlijk 18
13@&*5(ﬂ<11}+..,+lcp))/2ﬁ doch in het algemeen 1s deze schatting

veel Te ruw,
Teneinde iets meer te kunnen zeggen, neemf men vaak aan dat

de xPh(reﬂygaa,ﬂQ;1m21325¢un) beschouwd kunnen worden als onathan-

kelijke stochastische variabelen, elk metT cen cellijkmatlge waar-
schijnlijkheildsverdeling 1in [m§ﬁ+%i]. Als dit inderdaad het geval
is, dan kan men gemakkelijk de (al of niet simultane)waarschijn-

11 jkheidsverde llng van de Y berekenen. Bijvoorbeeld, als p groot

18 en CF<*5J;12+4°,+CDE dan zou y, QUEZeveer normaal verdeeld zlJn
met een spreiding gelijk aan &=\ (642+¢..+Cp2)/425CﬁM3‘E%J*ﬁLHT

geldt met een zZeer hoge waarschijnlijkheid (n vast).
Dit alles klinkt erg mooi. Helaas, als b.v. gq(n%qu;gjﬁskmﬂ;

reeds volkomen zinloos te zeggen dat het getal KWBM\IE“Z een stochas-

° s ’ e a o : 1 1.
tische variabele is met een gelijkmatige verdellng 1n!:w§ﬁﬁg]n
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De situatie kan evenwel gered worden door over te gaan op de
asymptotische elgenschappen van derrfeksen-{xrn} , (r=1,...,p).
£1 ] ,u, cen nlet negatieve reguliere Borel maat op

1 1
1 m["§5 ﬁ:] 3

° 1 1 8 o oy o ®
waarin -3 en +s zijn geldentificeerd,

(asymptotisoh@) verdeling van de reeks { rn} als

S

o /l |
l W— s " r -~ e
(3) ) 1%b - [aantal m=71,...,n met xpmg,A] A (A)

voor elk deelinterval A=(a,b) van T, zodanig dat de verzameling

der eindpunten a,b een At -maat nul heeflt; (natuurlijk heeft niet
ledere reeks een dergelijke verdeling). Ecn met (3) aequivalente
definitie is:

. ] *
(4) lim L (%) 4E(x, )) mjf(x)dﬂr(x)j
N —3> GO
voor elke op I continue functie, f(-%)=0(+5). Als {Xvn} de Lebesgue

maat op I als (asymptotische) verdeling heeft dan zeggen we dat
{Xrng een 1in I gelijkmatige (of uniforme) verdeling heeft.
Neem aan dat, voor r=1,...,p, de reeks-{xrni een verdelling

A neef't. We zullen deze p reeksen (asymptotisch) onafhankelijk
noemen, indien

4 [
(5) 1im 3 r (%, ).l f (x ) ::ff,]d/zg,].../ipd/z.pj

N —y 0O 2 popm

voor elk stel continue functies fq(x)j,.ﬁﬁfp(x) op I. Als dit het
geval 1s, dan heeft de door (1) gedefinieerde reeks { yn} een asymp-
totische verdeling Vv in de zin dat

: ]
1im ﬁ-(g(yq)+,o jﬁg
N~ 0o
voor elke continue functie g(y), (-co <y < +oo ). Hierbij is w(A)
precies gelijk aan de waarschlgnlithelo dat o= 1&1 +chpe“A3

vmmnmuntﬁajx onaLhankeliJk stochastische variabelen zijn met
X1 ¢ 3, PP(X € B)= 4. (B) als BcI, (r=1,...,p).

2. Compacte groepen:; inleiding.

Men kan I opvatten als de groep der re&le getallen (mod 1).
Z1J nu G een vaste compacte groep, additiefl geschreven, dgwnz,ﬁ ¢,
15 zowel een compacte Hausdorff ruimte als een additieve groep zo-
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danlg dat x-y een continue functie is van x,y. We zullen voor het

gemak aannemen dat G aan het tweede aftelbaarheidsaxioma voldoet.

Z21j 03 de G -ring gegenereerd door de open deelverzamelingen

van G; een Bew heet ook wel een Borel verzameling. Onder een

Borel maat «# op G verstaan we een eindige niet negatieve maat op
¢ ., We zijn alleen geinteresseerd in de reguliere Borel maten, dus
cen Borel maat « met de eigenschap dat, voor elke A&d3 en elke

¢ >0, men een afgesloten verzameling CCA en een open verzameling
UDA kan vinden met w(U)-¢€ <« w(A)< w|C| + &,
Een zeer speciale (reguliere) Borel maat is de z.g. Haar maat,

A (A+x) = ((A) = w(x+48), ‘A e (3),

A (G)=1. Een integraal t.o.v. deze maat wordt gewoonlijk geschreven
a1s jf(x)dx.

ZiJ C(G) de Banach ruimte van alle continue functies f op G
met de uniforme norm

ho]l = Sup | £(x) |

Voor elke Borel maat_/L definlieert
(6] = [rap (fec(a),

een (continue en) lineaire functie  .f op C(G) met «w.f20 als f 30,
Omgekeerd, met elke zodanige functie «w -f correspondeert een eendul-
dige reguliere Borel maat & (A) op ¢3 , zodanig dat (6) geldt.

Met een maat op G zullen we voortaan altijd bedoelen een ele-
ment in de collectie 297(G) van alle regullere Borel maten & op

G (= niet negatieve lineaire functies op C(G)) met « (G)=1. In

777 (G) definileren we nu een begrip convergentie als volgt

s~ als . .f— w .f voor elke [ € c(G).

Men kan bewljzen: als W —p w0 dan geldt

ff d,,z,cn.-—-e,»jf P2

voor elke begrensde functie f(x) op G waarvoor de verzameling der

discontinuiteiten een & -maat nul heeft. Omdat C(G) separabel 1s,
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volgt gemakkelljk met de diagonaalmethode dat elke rij in 792 (G)

een convergente deelrl] heeft.
Onder een representatle van de graad r van G verstaan we een

continue homomorphe afbeelding D(x) van G in de groep van alle rxr

vhitalre matrices:

D(x+y) = D(x) D(vy),

dus D(wx)mD(x)”qu(x)T. De zeer speclale representatie, die aan
elk element X het complexe getal 1 toevoegt, aangeduld meT Do(x)j

heet de triviale representatie van G,
Kics nu ult elke collectie van aequivalente representatles een

irreducibele, (dit kan).
Dan vindt men hoogstens aftelbaar vele irreducibele, niet ae-

qulvalente representaties Dmm((gij(m))), (m=0,1,2,...), zodanig dat
(Peter-Weyl) de collectie van alle lineaire combinaties van de

gij(mj dicht ligt 1in C(G). Dus geldthwnma-jéajzodra
fwi%ijmzwydzb~gigmj voor alle 1,j,m. Of korter: AW -—« dan en

alleen dan als

(7) fDm(x)d/oLn-—-e- fDm(X)d/w j, (Mm=1,2,...).

Z1j opgemerkt, dat voor de Haar maat jﬁDm(x)dme, (m »1). Dus
noodzakeli jk en voldoende opdatd/xn convergeert naar de Haar maat

18

(8) | 1im u/ Dm(x)Q/»n = 0, (m=1,2,...).

[} = OO
Wanneer G commutatief is dan zijn de irreducibele representa-

tles Dm van de graad 1 en heten ook wel karakters: continue homo-

O
morphismen van G in de multiplicatieve groep -{}z}mﬂ} van com-

plexe getallen. In het geval dat G de k-dimensionale torus
Ix...xI is, zijn alle karakters van de vorm

L2t ilx 2w (Laxqt. ..+l X ),

D(x) =

Wimgrilvoll
ApE———

met l,l_,,“wlk geheel,

3. Reeksen in een compacte groep.
41 ] Xn€~G3 (n=1,2,...). Aan de reeks uam{:xn} voegen we als
volgt een reeks 1t b in 27 (G) toe:
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/%n(ﬁ)-?;[aanmal m="1,...,n met meLA] ,

(A e 3), hetgeen acquivalent is met

/"L'n‘f:ﬁ (ﬂ(xq) -{—,.,,-l—f(xn), (f€C<G))“

Z21j W(w) de (niet-lege) verzameling van alle accumulatiepunten
van de verzameling {/uq,/&gj..,} in 277 (G). Indien W(w) slechts
eén element « bevat dan heet .« de (asymptotische) verdeling van
de reeks {}znf-. Indl@n ;{X }'de Haar maat als verdeling heeft

dan zeggen we dat { nf gelljkmatig verdeeld is in . Noodzake -
11Jke en voldoende voorwaarden hiervoor Z1lJjn

N
g ' [
(9) 1im B-:Zj Dm(xij) = D odu , (m »1),
N — oo J="1
respectieveli jk,
1 1)
(10) 1im  — Z Dm(xj) = 0, (m >»1).
N —3» co ="

Voorbeeld, zn clement a € G heet ergodisch als de reckg na}
gell jkmatig verdeeld is in G. Zulke elementen bestsan natuurlil jk

alleen als G commutatief is; neem aan dat dit het geval is. Wegens
(10) is a e G ergodisch dan en alleen dan wanneer

9 n
] . g
lim  — > Dm(Ja) = 1im - > Dm(a)J = 0,
[l —3 0o d [] o 0O d

ma . w, Dm(a)+13 voor elk niet-triviaal karakter Dm(x); (hieruit
volgt gemakkelijk, dat in een samenhangende abelse compacte groep
de verzameling der niet ergodlsche elementen de Haar maat nul
heeft ). Bewering: a € g is ergoalsch dan en alleen dan als de ver-
zameling { a,2a,,.., } dicht ligt in G:; (in G spelen dus de ergo-
dlsche elementen een analoge rol als in I de irrationale getallen).
Immers, zij H de al'sluiting van {a,Eaj.ﬂb} s €een algesloten onder-
sroep van G. Als H4 G dan bestaat er een niet-triviaal Karakter
dat op H de waarde 1 aanneemt.

4 Onafhankeli jkheid

%-

Laten Gq,Gq compacte groepen voeorstellen en zij x &.qu
YhfiGgg (nmﬂﬁQ,.,,). Neem aan datﬂ{ﬁn} ,{ryn} cen verdeling bezit-
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ten: A€ (G ) s AL € B?Z(C‘r ) . Ve nocmen de reeksen

hankeli jk als de reelks { (% 5y, )} in G X G, een
1 d f |
die het product is van de maten A en AL . Dus moot

f&C(G,I)ﬁ géb((}g)j at

(11) 1S

17 lim  — F(x.)g )= (N ef (L v i
Ne—sco ( J)é(yfl) ( )</LL 5) -

In feite geldt (11) nog steeds wanneer f(x)g(y) begrensd is en

t.o.v. Ax Dbljna overal continu. Een noodzakeli jke en voldoende

voorwaarde voor de onafhiankelijkheid van { % % y %
e
S
(12) 1dm = E D (x. ) a.fr; dh/ AL
N — 00 4~ P J q
voor elke representatile qu(xjy) = Ij}p(:&:.)iﬁ)mi(}f) van G : X G-, (D en
Dq van dezelfde graad).
Theorema 1. 2Z1] { Xn} in G/I 5 { “}/n} in G, onafhankellijk met
, c

respectieveliljke verdelingen A cn & ., Z1iJ h cen a fbeelding

G2-———:~r G,\ die continu 1s in elk punt bulten een deelverzamelling von

G~ metT -maat nul. Dan zijn de reeksen {X % el { |
2 /é‘(/ C J i - "

afhankell jk.
Als bovendien {)ﬂq} celljkmatig verdeeld 1g 1in @ﬁ dan ook

{x +h(yn)}.

Gevolg. Gegeven een 1n G,] celijkmatig verdeelde reelks {%}

e een van { xn} onafhiankeli jke rceks { Y, 75 Kan men €éen groot san-

tal nieuwe 1n (.ﬂ,},] relljkmatig verdeelde Peewﬂen construeren.

Bewljs. 41] 2,.= (vy,) - Als g€’ 2(G,) dan is c(h(y)) bijna over-—
al[/u] continu in Lr,)j, dus
N — oo
m.a .w, { Z } 1N C"r/‘ heeft de verdeling ¥V . Analooy volgt uit (11),
r] : gt : Jo) , T g e -
dat { pis e { 7 Ef onafhankelljk zZ1Jn. Neem nu aan dat A de Haaq
N N _
maat op G/] is. Dan 1s, VOOD Dm niet triviaal,
1 < :
1im 4 D (X .+z,) = 1lim = > T (XH;‘,)um\z,ﬁ,)
n m> J J N m:* J
[ b G2 1l — GO

fDm d?fomdv e f D dv = 0,

m.a .wW. { X ﬁ—-&—zj } is gelijkmatlg verdeeld 1n Gy

J
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alle nul, is 1_x__+...+1 Yp E€D rationaal polynoom Qm,w

matlg verdeeld is in L. W
nooit gelijkmatig verdeeld 18 1D L.
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{(yqnao.,qun)} in T Ohﬂlhﬂhk@lljl ziin, de o
matige verdeling in IP

tles nu een begrensde functie n (y y

H Q Lﬁ& ' oo Y

de periode 1 in elke component
interval, en stel

L w
, Rlemann incerrabel over

u'lf’l"l - XPI’] T hp <y’”}1’] 5 6 0 e 5 Y “””“"[”i> UE”M‘HL{% g } 5

(r=1,...,P; nz1). Dan is {(ﬁhnqﬁ~».yuﬁn)} gelljkmatig verdeeld 1in

) A

wﬂ-{; m ngj o TU&J - de r’ec F‘(‘.’S On u 2 ( ‘tw}m/} . e
| J ,.31,} S “ . &t l x

cen gelljkmatige verdeling in T,

8

hangenomen dat {(yqn3°“°5qu)} cen verdeling in I
(hetgeen net geval is als elke Vg Von de vorm (13) is),

gpestelde voorwaarden voldaan dan en allecen dan als

{1qan+*”“+JTH%1<¥1} gelljkmatig verdeeld 1s in 1 voor elke keuze
der gehele getallen 113-naﬁl me t 1qj..¢ﬁl niet alle “

|
Verder 1s het bckbnd dt { } cedelinieerd door

" e A
(13) E c oY, (med 1),

J=0

(Cj rceel, 1&0 > UH:>unu >cxM:>Q) dan en alleen Gan gelljkmatly
I verdeeld 1s wanneer het polynoom*(ﬂﬁ) niet rationaal 1s5;
naal = alle LS geheel, alle C rationaal).

Dus is aan alle gestelde voorwaarden voldaan wanneer

X (Pzﬂﬁ.ngﬂﬂ)ﬂ ymn (Smﬂﬁﬂﬁabq) 18 (mﬁd 1) een pwlyﬁwmﬂ;uw%g;
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Joorheeld: do reeksen

(A% 4+ 0 sin 2T On }
L 'n
(gercducecerd (mod 1), zljn onalhan!
in T als L.v. & ,...,& Dpositiel

g, &, AAO, A irrationaal als

ceheel, A cn I3 rationaal onat

Kuipcr [ 3] bewees
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Beschouw weer een tweectal compacte groepen G en punten

140

K& G yne;Gmﬁ (n=1,2,...). We zeggen, dat {xn§ in G/l een sterk
D ittt

N 17
celijkmatige verdeling heeft als

, a4

SECHE

uniform geldt in a, voor elke nilet triviale rcpresentatile Dm van

G,; (dit is b.v. het geval als x_=na met a e G, ergodisch).

1’ g

Theorema 2. Z1J] k een vast geheel getal » 0 en zi]

x! =4O .. X U =N L .. N waarin A u =u ~u ),
e S ZﬁSk n’ n S Askjn’ (Was s n nN+s n)

Neem aan dat aan één van de volgende voorwaarden 1is voldaan.

(I) Vecor elke keuze van de positieve gehele getallen PR
is'{xﬁ} sterk gelijkmatig verdeceld in Gqﬂ
(II) Voor elke keuze van de positieve gehele getallen

terwijl A y! —-O.

!

S5 0.8, 18 {Xé} gelijkmatig verdeeld in G,

en ziin {>%;} S
{yg} onafhankelijk.

Bewering: voor elke keuze van de continue afbeelding
h:Ggw% C}1 18 de reeks {xn+h(yn)} gelljkmatlg verdeeld 1n Gq.
Opmerking: Onder de gestelde voorwaarden heeft {xn} altijd
[ (Hlawka | 1 ] ),CMKW1u)x{yn}

behoeft niet eens cen verdeling te hebben., Ge€indigd wordt mert

cen gellijkmatige verdeling in G

enlge toepassingen, *
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